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Ïîñòðîåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå îïòèìàëü-
íîãî òåðìèíàëüíîãî ðåãóëÿòîðà âûõîäà ñèíãóëÿðíî âîçìó-
ùåííûõ ñèñòåì, ðàâíîìåðíîå âíå ìàëîé îêðåñòíîñòè
êîíöà îáëàñòè óïðàâëåíèÿ. Ïðèáëèæåíèå ñòðîèòñÿ íà
îñíîâå ðåøåíèÿ ðåäóöèðîâàííîé ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé
çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è äàåò ýêîíîìíîå
ïðåäñòàâëåíèå çàêîíà óïðàâëåíèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïîñòðîåíèå ðàâíîìåðíîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëè-
æåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà ñèñòåì ñ ñèíãóëÿðíû-
ìè âîçìóùåíèÿìè òðåáóåò ðåøåíèÿ ïîëíîé àñèìïòî-
òè÷åñêîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ýòà çàäà÷à
âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîëó÷åíèå êàê ðåãóëÿðíûõ, òàê è
ïîãðàíñëîéíûõ ñîñòàâëÿþùèõ çàêîíà óïðàâëåíèÿ
[1, 2]. Ñóùåñòâåííîå óïðîùåíèå äîñòèãàåòñÿ, åñëè
îãðàíè÷èòüñÿ ïîñòðîåíèåì ëèøü ðåãóëÿðíîé ÷àñòè ýòî-
ãî ïðèáëèæåíèÿ, îòáðîñèâ ïîãðàíñëîéíóþ ÷àñòü. Â
ïðîñòåéøåì ñëó÷àå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ýòî ñîîòâåò-
ñòâóåò ðåøåíèþ âûðîæäåííîé çàäà÷è – çàäà÷è ñ íóëå-
âûì çíà÷åíèåì ìàëîãî ïàðàìåòðà. ×àñòü óðàâíåíèé
ðåãóëÿòîðà ïðè ýòîì èç äèôôåðåíöèàëüíûõ ñòàíîâÿòñÿ
àëãåáðàè÷åñêèìè, ïîðÿäîê ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîíèæà-
åòñÿ, ò. å. çàäà÷à ðåäóöèðóåòñÿ. Ïîäîáíûé ðåäóöè-

ðîâàííûé ðåãóëÿòîð èìååò áîëåå ïðîñòûå ôîðìó è àë-
ãîðèòì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ. Õîòÿ îí è íå äàåò ðàâíî-
ìåðíîé àñèìïòîòèêè ïðîöåññà íà âñåì ïðîìåæóòêå
óïðàâëåíèÿ (îòêëîíåíèå èìååò ìåñòî â ìàëîé îêðåñ-
òíîñòè êîíöà ïðîìåæóòêà), îí îáåñïå÷èâàåò çà÷àñòóþ
óäîâëåòâîðèòåëüíîå êà÷åñòâî óïðàâëåíèÿ. Â ïåðâóþ
î÷åðåäü, ýòî îòíîñèòñÿ ê èíåðöèîííûì îáúåêòàì. Òà-
êèå îáúåêòû ïðàêòè÷åñêè íå ðåàãèðóþò íà èçìåíåíèå
óïðàâëåíèÿ íà ìàëîì îòðåçêå âðåìåíè. Ïîýòîìó äëÿ
íèõ ðåäóöèðîâàííûé ðåãóëÿòîð áëèçîê ê ïîëíîìó ïî
òî÷íîñòè, à åãî óïðîùåííîñòü ýêîíîìèò ðåñóðñû áîðòî-
âîãî êîìïüþòåðà, â ïàìÿòè êîòîðîãî çàïîìèíàþòñÿ
òîëüêî «ìåäëåííûå» (ðåãóëÿðíûå) êîýôôèöèåíòû êîí-
òóðîâ óïðàâëåíèÿ.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííàÿ çàäà÷à
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû

  

 (1)

dy
dt
------- A1 t( )y A2 t( )z B1 t( )u,+ += y

t 0=
y

0,=

λ dy
dt
-------⋅ A3 t( )y A4 t( )z B2 t( )u,+ += z

t 0=
z0

=
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ñ êâàäðàòè÷íûì ôóíêöèîíàëîì êà÷åñòâà

 (2)

Óðàâíåíèÿ (1) çàäàíû íà ôèêñèðîâàííîì îòðåçêå
âðåìåíè    

 – âåêòîð ñîñòîÿíèÿ;  – âåêòîð óïðàâëå-
íèÿ; – ìàëûé ñèíãóëÿðíî âîçìóùàþùèé ïàðà-
ìåòð; øòðèõ îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå.

Êàê è â [1], ïðåäïîëîæèì, ÷òî:
I. Ìàòðèöû  è  íåïðå-

ðûâíû íà îòðåçêå ;
II. Φ – ïîñòîÿííàÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ

ìàòðèöà, äëÿ êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå
 ãäå H – ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà
  F – ïîñòîÿííàÿ ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà ;
III.  – íåîòðèöàòåëüíî, à R(t) – ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííûå è íåïðåðûâíûå íà  ìàòðèöû.
Îáîçíà÷èì (àðãóìåíò t â çàïèñè ïåðåìåííûõ îïóñêàåì)

  

  

Ïðè óñëîâèÿõ I–III îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå
 äëÿ çàäà÷è (1), (2) îïðåäåëÿåòñÿ èçâåñòíîé

ôîðìóëîé

(3)

ãäå, ñîãëàñíî [3],

(4)

à ìàòðèöû P, W è M â (4) ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèÿì

 

 

 

 (5)

Ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû K â ôîðìå (4) èñïîëüçóåò-
ñÿ äàëåå äëÿ ïîñòðîåíèÿ åå àñèìïòîòèêè.

Ðàçîáüåì ìàòðèöû íà áëîêè

   

(En è Em – åäèíè÷íûå ìàòðèöû ðàçìåðîâ  è 

ñîîòâåòñòâåííî).
Òîãäà òðè óðàâíåíèÿ (5) çàïèøóòñÿ êàê òðè ñèñòåìû
óðàâíåíèé äëÿ áëîêîâ

 

 

 (6)

 

  

 

 (7)

 

 

 (8)
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dW
dt
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dP1

dt
---------- P1A1– A1′P1– P2A3– A3′P2′– P1S1P1+ +=

P1S2P2′ P2S2′P1 P2S3P2′ Q1,–+ + + P1 t T=
0,=

λ
dP2

dt
---------- P1A2– P2A4– λA1′P2– A3′P3– λP1S1P2+ +=

P1S2P3 λP2S2′P2 P2S3P3 Q2,–+ + + P2 t T=
0,=

λ
dP3

dt
---------- λP2′A2– λA2′P2– P3A4– A4′P3– λ2

P2′S1P2+ +=

λP2′S2P3 λP3S2′P2 P3S3P3 Q3,–+ + + P3 t T=
0;=

dW1

dt
------------- W1 A1 S1P1– S2P2′–( )– –=

W2 A3 S2′P1– S3P2′–( ),– W1 t T=
En,=

λ
dW2

dt
------------- W1 A2 λS1P2– S2P3–( )– –=

W2 A4 λS2′P2– S3P3–( ),– W2 t T=
0,=

dW3

dt
------------- W3 A1 S1P1– S2P2′–( )– –=

W4 A3 S2′P1– S3P2′–( ),– W3 t T=
0,=

λ
dW4

dt
------------- W3 A2 λS1P2– S2P3–( )– –=

W4 A4 λS2′P2– S3P3–( ),– W4 t T=

1
λ
---Em;=

dM1

dt
------------ W1S1W1′– W1S2W2′– W2S2′W1′– –=

W2S3W2′,– M1 t T=
0,=

dM2

dt
------------ W1S1W3′– W1S2W4′– W2S2′W3′– –=

W2S3W4′,– M2 t T=
0,=

dM3

dt
------------ W3S1W3′– W3S2W4′– W4S2′W3′– –=

W4S3W4′,– M3 t T=
0.=
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Ðàâíîìåðíàÿ íà îòðåçêå  àñèìïòîòèêà ðåøåíèé
óðàâíåíèé (6)–(8) ñîãëàñíî [1, 2] èìååò îáùèé âèä

,  è , ãäå ,  è  – ðåãó-
ëÿðíûå ÷àñòè àñèìïòîòèêè (ðÿäû ïî ñòåïåíÿì λ), à ,

 è  – ïîãðàíñëîéíûå ÷àñòè (ðÿäû), ñóùåñòâåí-
íûå ëèøü â λ-ìàëîé îêðåñòíîñòè ìîìåíòà âðåìåíè

. Ïðè ïîäñòàíîâêå ýòîé àñèìïòîòèêè â (4) ïî-
ëó÷àåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ íà  àñèìïòîòèêà âñåé
ìàòðèöû K è, ïî ôîðìóëå (3), ðàâíîìåðíàÿ àñèìïòîòè-
êà ðåãóëÿòîðà [1]. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèì-
ïòîòèêè ðåãóëÿòîðà (3) âíå λ-ìàëîé îêðåñòíîñòè ìîìåí-
òà âðåìåíè  ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü ðåãóëÿðíîé
÷àñòüþ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé P, W è M, îò-
áðîñèâ èõ ïîãðàíñëîéíûå ÷àñòè. Òàêîé ðåäóöèðîâàííûé
(óñå÷åííûé) àñèìïòîòè÷åñêèé ðåãóëÿòîð áóäåò äàâàòü
ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå òî÷íîãî ðåãóëÿòîðà (3) íà
ëþáîì âíóòðåííåì îòðåçêå ,  è, êàê óæå
ñêàçàíî, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîæåò óñïåøíî èñïîëüçî-
âàòüñÿ âìåñòî ïîëíîãî, ðàâíîìåðíîãî ðåãóëÿòîðà èç [1].

ÐÅÄÓÖÈÐÎÂÀÍÍÀß ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ 
ÌÀÒÐÈÖ P, W È M

Íàðÿäó ñ âûïîëíåíèåì óñëîâèé I–III ïðåäïîëîæèì,
÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ [1]:

IV. Âñå ìàòðèöû Ai(t) , Bj(t) ,

Q(t), R(t)  ðàçà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû
íà  (p – íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî: p =

);
V. Ñèñòåìà (1) ïî òåðìèíîëîãèè [4, 5] óïðàâëÿåìà â

ïîãðàíè÷íîì ñëîå, òî åñòü

 

íà ;
VI. Ñèñòåìà (1) íàáëþäàåìà â ïîãðàíè÷íîì ñëîå

[4, 5], òî åñòü

íà , ãäå  – ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 

Ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü àñèìïòîòèêè . Ïðè
îòáðàñûâàíèè ïîãðàíñëîéíîé ñîñòàâëÿþùåé  â ïîëíîì
(ðàâíîìåðíîì íà ) àñèìïòîòè÷åñêîì ðàçëîæåíèè

ìàòðèöû  [1, 5] îñòàåòñÿ ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü

ðàçëîæåíèÿ , êîòîðàÿ è äàåò èñêîìóþ ðåäóöèðîâàííóþ
àñèìïòîòèêó ýòîé ìàòðèöû âíå λ-ìàëîé îêðåñòíîñòè ìî-
ìåíòà âðåìåíè . À èìåííî, äëÿ êîìïîíåíò 
ýòîé ìàòðèöû ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèå ðåäóöèðîâàí-
íûå àñèìïòîòè÷åñêèå ïðè  ðàçëîæåíèÿ:

 (9)

Ãëàâíûé ÷ëåí  â (9) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé,

êàê ìû âèäèì, ñóììó ñòåïåíåé λ ñ ìàòðè÷íûìè

êîýôôèöèåíòàìè , çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè. Äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ èñïîëüçóåòñÿ àë-
ãîðèòì, îïèñàííûé â [2] è ïîÿñíÿåìûé íèæå. Îñòàòîê

 ðàçëîæåíèÿ (9) ìàë íà ëþáîì âíóòðåííåì

ôèêñèðîâàííîì îòðåçêå , . Ïî-
êàæåì, ÷òî îí ïîä÷èíÿåòñÿ îöåíêå ïðè âûïîëíåíèè óñ-
ëîâèé II–VI:

 (10)

ãäå  äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ λ è âñåõ
,  – íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Îöåíêà (10) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïîëíîãî
àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ  è ëåììû 1 èç
ðàáîòû [1]. Â ñàìîì äåëå, ñîãëàñíî [1],

(11)

ãäå   – ïîãðàíñëîéíûå
ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò «ðàñòÿíóòîãî» («áûñòðîãî»)
âðåìåíè  è îïðåäåëÿåìûå ñ ïîìîùüþ òîãî
æå àëãîðèòìà, ÷òî è . Îíè çàòóõàþò êàê ýêñïî-
íåíòû

 ïðè (12)

ãäå  è  – íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Ñîãëàñíî
[1], îñòàòîê ðàçëîæåíèÿ (11) ïîä÷èíÿåòñÿ îöåíêå

  (13)

ãäå  äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ λ è âñåõ

. Ñóììèðóÿ (11)–(13), çàïèñûâàåì âûðàæå-

íèå äëÿ îñòàòêà  ðàçëîæåíèÿ (9) â âèäå

îòêóäà â ñèëó (12) è ñëåäóåò îöåíêà (10) íà îòðåçêå
.

Àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèé

 (è îäíîâðåìåííî ) ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ãëàâíûå ÷àñòè ðàçëîæåíèé (11) ïîäñòàâëÿþòñÿ â óðàâ-
íåíèÿ (6) â êà÷åñòâå Pi è êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêî-

âûõ ñòåïåíÿõ λ â îáåèõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé ïðèðàâíè-
âàþòñÿ, ïðè÷åì îòäåëüíî ïðèðàâíèâàþòñÿ êîýôôè-

0 T,[ ]
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Pik t( ) ΠkPi τ( )+[ ] oPip t λ,( ),+

k 0=

p

∑=

i 1 3,=( ),

ΠkPi τ( ) i 1 3,  k; 0 1 … p, , ,= =( )

τ t T–( ) λ⁄=
Pik t( )

ΠkPi τ( ) Cexp aτ( )≤ τ 0,≤

C 0> a 0>

oPip t λ,( ) λp 1+ O 1( )= i 1 3,=( ),

O 1( ) C≤

t 0 T,[ ]∈

oPip t λ,( )

oPip t λ,( ) λkΠkPin τ( ) oPip t λ,( ),+
k 0=

p

∑=

0 T1,[ ] 0 T,[ ]⊂

Pik t( ) ΠkPi τ( )
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öèåíòû, çàâèñÿùèå îò t, è îòäåëüíî – çàâèñÿùèå îò τ
[2]. Ýòî è äàåò óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöè-
åíòîâ. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ íèõ çàïèñûâàþòñÿ ñ
ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ (6) òîæå àíàëîãè÷íî
[2]. Ñàìè óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ íèõ âû-
ïèñàíû â [4, 5]. Ïðèâåäåì èõ çäåñü äëÿ ðåãóëÿðíûõ

êîýôôèöèåíòîâ  íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ 

Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàïèñàòü è óðàâíåíèÿ äëÿ êîýôôè-
öèåíòîâ ðàçëîæåíèé â áîëåå âûñîêèõ ñòåïåíÿõ ïðèáëè-
æåíèé.

Ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü àñèìïòîòèêè  îáðàçóåòñÿ
àíàëîãè÷íî. Äëÿ ýòîãî îòáðàñûâàåì ïîãðàíñëîéíóþ
÷àñòü ΠW â ïîëíîì, ðàâíîìåðíîì íà , ðàçëîæå-
íèè ìàòðèöû W èç [1]. Îñòàâøàÿñÿ ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü

 äàåò àñèìïòîòèêó ìàòðèöû W âíå λ-ìàëîé îêðåñ-
òíîñòè ìîìåíòà âðåìåíè . Çàïèøåì åå ïîáëî÷íî

 (14)

ãäå  – ãëàâíàÿ ÷àñòü ðàçëîæåíèÿ áëîêà

. Êîýôôèöèåíòû  ýòîãî ðàçëîæåíèÿ
îïðåäåëÿþòñÿ ïî òîìó æå àëãîðèòìó èç [2], ÷òî è

. Îñòàòîê ðàçëîæåíèÿ (14) ïðè âûïîëíåíèè óñ-
ëîâèé II–VI ðàâåí ïî íîðìå

 (15)

äëÿ âñåõ ìàëûõ λ è âñåõ . Ñîîòíîøåíèå (15)
ñðàçó ñëåäóåò èç ïîëíîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæå-
íèÿ  è ëåììû 2, ïðèâåäåííûõ â [1], ïî àíàëî-
ãèè ñ ñîîòíîøåíèåì (10).

Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñ-

ëîâèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ  â (14)
èìåþò âèä

 

  

(16)

ãäå

[1]. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíå÷íîãî óñëîâèÿ â (16) íåîá-
õîäèìî, êàê âèäíî èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ, çíàòü
ïîãðàíñëîéíûå ôóíêöèè  è . Èõ
ìîæíî íàéòè èç óðàâíåíèé [1] ñëåäóþùèì îáðàçîì:

 

 

  

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äëÿ 
â ñëåäóþùèõ ïðèáëèæåíèÿõ.

Ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü àñèìïòîòèêè . Îòáðàñû-
âàÿ ïîãðàíñëîéíóþ ÷àñòü ΠM â ïîëíîì ðàâíîìåðíîì
íà  ðàçëîæåíèè ìàòðèöû M [1], ïîëó÷àåì ðåäó-
öèðîâàííóþ àñèìïòîòèêó ýòîé ìàòðèöû, ðàâíîìåðíóþ
âíå λ-ìàëîé îêðåñòíîñòè ìîìåíòà âðåìåíè ,

 

(17)

Çäåñü êîýôôèöèåíòû   îïðåäåëÿþòñÿ ïî
óæå óïîìÿíóòîìó àëãîðèòìó èç [2], à îñòàòêè

  ïîä÷èíÿþòñÿ îöåíêàì

 (18)

Pik t( ) k 0.=

dP10

dϑ
------------- P10A1– A′1P10 P20A3 A′3P′20 +–––=

P10S1P10 P10S2P′20 P20S′2P10 P20S3P′20 Q1,–+ + + +

P10 t( ) 0,=

0 P10 A2 S2P30–( )– P20 A2 S3P30–( )– A′3P30– Q2,–=

0 P30A4– A′4P30– P30S3P30 Q3.–+=

W t λ,( )

0 T,[ ]

W
t T=

Wi t λ,( ) λk
Wik t( ) oWip t λ,( )+

k 0=

p

∑= i 1 4,=( ),

λk
Wik t( )

k 0=

p

∑
Wi t λ,( ) Wik t( )

Pik t( )

oWip t λ,( ) λp 1+
O 1( )= i 1 4,=( )

0 t T1≤ ≤

W t λ,( )

Wik t( )

dW10

dt
--------------- W10 A1 S1P10– S2P′20–( )– –=

W20 A3 S′2P10– S3P′20–( ),– W10 T( ) En,=

0 W10 A2 S2P30–( )– W20 A4 S3P30–( ),–=

dW30

dt
--------------- W30 A1 S1P10– S2P′20–( )– –=

W40 A3 S′2P10– S3P′20–( ),– W30 T( ) Π0fW3 σ( ) σ,d
∞–

0

∫–=

0 W30 A2 S2P30–( )– W40 A4 S3P30–( ),–=

Π0fW3 τ( ) =

Π 1– W4 τ( ) A3 T( ) S3 T( ) P′20 T( ) Π0P2 τ( )+[ ]–{ }–=

Π 1– W4 τ( ) Π0P2 τ( )

dΠ0P2

dτ
------------------ Π0P2 A4 T( ) S3 T( )P30 T( )–[ ]– –=

A3 T( ) S3 T( ) P′20 T( )⋅–[ ]′ Π0P3 +⋅–

Π0P2 S3 T( ) Π0P3,⋅ ⋅+ Π0P2 0( ) P20 T( ),–=

dΠ0P3

dτ
------------------ Π0P3 A4 T( ) S3 T( )P30 T( )–[ ]– –=

A4 T( ) S3 T( ) P′30 T( )⋅–[ ]′ Π0P3 +⋅–

Π0P3 S3 T( ) Π0P3,⋅ ⋅+ Π0P3 0( ) P30 T( ),–=

dΠ 1– W4

dτ
----------------------- Π 1– W4 A4 T( ) S3 T( )P30 T( )– S3 T( )Π0P3–[ ],–≡

Π 1– W4 0( ) Em.=

Wik t( )

M t λ,( )

0 T,[ ]

t T=

Mi t λ,( ) λk
Mik t( ) oMip t λ,( ),+

k 0=

p

∑= i 1 2,=( ),

M3 t λ,( ) 1
λ
---M3 1–, t( ) λk

M3k t( ) oM3p t λ,( ).+
k 0=

p

∑+=

Mik t( ) i 1 3,=( )

oMip t λ,( ) i 1 3,=( )

oMip t λ,( ) λp 1+
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äëÿ âñåõ ìàëûõ λ è âñåõ , ãäå  – ïðîèç-
âîëüíî è ôèêñèðîâàíî. Îöåíêà (18) âåðíà ñîãëàñíî ïîë-
íîìó àñèìïòîòè÷åñêîìó ðàçëîæåíèþ  è ëåììå 3
èç [1] àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì îöåíêàì (10) è (15).

Óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ êîýôôèöèåí-

òîâ  â «–1» è íóëåâîì ïðèáëèæåíèÿõ çàïèñû-
âàþòñÿ òàê:

 

 

 

ãäå 

Çäåñü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé  è ,

âõîäÿùèõ â âûðàæåíèÿ äëÿ êîíå÷íûõ óñëîâèé, íàäî

ñíà÷àëà íàéòè ôóíêöèè   (
óæå íàéäåíà èç ïðåäûäóùèõ óðàâíåíèé). Ýòî ìîæíî
ñäåëàòü èç ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé [1]:

 

 

ãäå 

 áûëà ïðèâåäåíà âûøå;

Âûðàæåíèÿ âèäà  îáîçíà÷àþò çäåñü è äàëåå
ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè F(t) ïî âðåìåíè t ïðè

. Ôóíêöèè   îïðåäåëåíû ðàíüøå,

à  è  íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé

ãäå

è

ãäå

Òàêèì æå ñïîñîáîì ìîæíî âûïèñàòü óðàâíåíèÿ è
äëÿ ïîñëåäóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèé (17).

ÐÅÄÓÖÈÐÎÂÀÍÍÀß ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ 
ÌÀÒÐÈÖÛ K È ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ 
ÐÅÃÓËßÒÎÐÀ

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ (9), (14) è (17), çàïèøåì
ðåäóöèðîâàííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ìàò-

0 t T1≤ ≤ T1 T<

M t λ,( )

Mik t( )

dM3 1–,
dt

-------------------- 0,=

M3 1–, T( ) Π 1– W4 σ( ) S3 T( ) Π 1– W′4 σ( )⋅⋅ σ,d
∞–

0

∫=

dM10

dt
--------------- W10S1W′10– W10S2W′20 W20S′2W′10 –––=

W20S3W′20,– M10 T( ) 0,=

dM20

dt
--------------- W10S1W′30– W10S2W′40 W20S′2W′30 –––=

W20S3W′40,– M20 T( ) Π0fM2 σ( ) σ,d
∞–

0

∫=

dM30

dt
--------------- W30S1W′30– W30S2W′40 W40S′2W′30 –––=

W40S3W′40,– M30 T( ) Π0fM3 σ( ) σ,d
∞–

0

∫=

Π0fM2 τ( ) W10 T( ) S2 T( ) W20 T( ) S3 T( )⋅+⋅[ ] ×–=

Π 1– W′4 Π0W2 S3 T( ) Π 1– W′4;⋅ ⋅–×

Π0fM3 τ( ) =

Π 1– W′4 W30 T( ) S2 T( ) W40 T( ) S3 T( )⋅+⋅[ ]′ –⋅–=

W30 T( ) S2 T( ) W40 T( ) S3 T( )⋅+⋅[ ] Π 1– W′4 –⋅–

Π 1– W′4 S′2 T( ) Π0W′3 Π0W3 S2 T( ) Π 1– W′4 –⋅⋅–⋅⋅–

Π 1– W′4 S3 T( ) Π0W′4 Π0W4 S3 T( ) Π 1– W′4 –⋅⋅–⋅⋅–

τ Π 1– W4 S3
1( )

T( ) Π 1– W′4.⋅⋅⋅–

Π0fM2 τ( ) Π0fM3 τ( )

Π0Wi τ( ) i 2 4,=( ) Π 1– W4 τ( )

dΠ0W2

dτ
--------------------- Π0W2 A2 T( ) S3 T( )P30 T( )– S3 T( )Π0P3–[ ]– +=

Π0FW2 τ( ),+ Π0W2 0( ) W20 T( ),–=

dΠ0W3

dτ
--------------------- Π0fW3 τ( ),= Π0W3 0( ) Π0fW3 σ( ) σ,d

∞–

0

∫=

dΠ0W4

dτ
--------------------- Π0W3 A2 T( ) S3 T( )P30 T( )– S2 T( )Π0P3–[ ]– –=

Π0W4 A4 T( ) S3 T( )P30 T( )– S3 T( )Π0P3–[ ]– Π0W4 τ( ),+

Π0W4 0( ) W40 T( ),–=

Π0fW2 τ( ) W10 T( )S2 T( ) W20 T( )S3 T( )+[ ]Π0P3;=

Π0fW3 τ( )

Π0fW4 τ( ) Π– 1– W4 ×=

A4
1( ) T( ) S3 T( )P30

1( )
T( )– S3

1( ) T( ) P30 T( ) Π0P3+( )–[ ]τ
⎩
⎨
⎧

–×

S′2 T( ) P20 T( ) Π0P2+[ ]– S3 T( ) P31 T( ) Π1P3+[ ]–
⎭
⎬
⎫

+

W30 T( )S2 T( ) W40 T( )S3 T( )+[ ]Π0P3.+

F
1( )

T( )

t T= Π0Pi τ( ) i 2 3,=( )

P31 T( ) Π1P3

dP30

dt
------------- P31 A4 S3P30–( )– A′4 P30S3–( )P31– FP30 ϑ( ),+=

FP30 ϑ( ) P′20A2 A′2P20 P′20S2P30 P30S′2P20+ +––=

dΠ1P3

dτ
------------------ Π1P3 A4 T( ) S3 T( ) P30 T( ) Π0P3+[ ]–{ }– –=

A4 T( ) S3 T( ) P30 T( ) Π0P3+[ ]–{ }′ Π1P3 Π1FP3 τ( ),+⋅–

Π1PP3 τ( ) Π0P′2 A2 T( ) S2 T( ) P30 T( )⋅–[ ]–⋅–=

A2 T( ) S2 T( ) P30 T( )⋅–[ ]′ Π0P2⋅ ––

Π0P3 α41 α′41 Π0P3 Π0P′2 S2 T( ) Π0P3 +⋅⋅+⋅–⋅–

Π0P3 S′2 T( ) Π0P2 Π0P3 S3
1( )

T( ) τ Π0P3,⋅ ⋅⋅+⋅ ⋅+

α41 A4
1( )

S3P30
1( )

– S3
1( )

P30–( )t T= τ –⋅=

S′2P20 S3P31+( )t T= .–
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ðèöû K (4). Îáîçíà÷èì ãëàâíûå ÷àñòè ýòèõ ðàçëîæå-
íèé âûðàæåíèÿìè ñ òèëüäîé. Òîãäà

  

  

 

Ñîñòàâèì ìàòðèöó

ãäå 

Äëÿ ñàìîé ìàòðèöû  òàêæå ïðèìåì áëî÷íîå
ïðåäñòàâëåíèå 

Òåîðåìà. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé II–VI ìàòðè÷-

íûå ôóíêöèè   ÿâëÿþòñÿ p-ìè àñèì-

ïòîòè÷åñêèìè ïðèáëèæåíèÿìè äëÿ ôóíêöèé 

 ïðè , ðàâíîìåðíûìè ïî t íà ëþáîì
îòðåçêå , òî åñòü

 

ãäå ïðè âñåõ  (T1 – ëþáîå ôèêñèðîâàííîå

÷èñëî òàêîå, ÷òî ) è âñåõ  (  –

íåêîòîðîå ÷èñëî) äëÿ îñòàòêîâ  ñïðàâåäëèâû

íåðàâåíñòâà

   

ãäå  – íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
òåîðåìû èç [1] ñ ó÷åòîì ñôîðìóëèðîâàííûõ â [1] ëåìì
îá ýêñïîíåíöèàëüíîì óáûâàíèè ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé

è âèäà ìàòðèö ,  è .

Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïîäñòàíîâêà ìàòðèöû  â
ôîðìóëó (3) âìåñòî K äàåò ðàâíîìåðíîå àñèìïòîòè÷åñ-

êîå ïðèáëèæåíèå ðåãóëÿòîðà ñ òî÷íîñòüþ äî 
íà îòðåçêå 
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Ïîáóäîâàíî àñèìïòîòè÷íå íàáëèæåííÿ îïòèìàëüíîãî
òåðì³íàëüíîãî ðåãóëÿòîðà âèõîäó ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ
ñèñòåì, ð³âíîì³ðíå ïîçà ìàëîþ îêîëèöåþ ê³íöÿ îáëàñò³
êåðóâàííÿ. Íàáëèæåííÿ áóäóºòüñÿ íà ï³äñòàâ³ ð³øåííÿ
ðåäóêîâàíî¿ ë³í³éíî-êâàäðàòè÷íî¿ çàäà÷³ îïòèìàëüíîãî
êåðóâàííÿ é äàº åêîíîìíå ïîäàííÿ çàêîí³â êåðóâàííÿ.

Uniform at the control field outside a small vicinity of
its end, the asymptotic approximation of the optimal termi-
nal output regulator of a singular perturbed system is
constructed. The approximation is obtained on the basis of
the reduced linear-quadratic optimal control problem solu-
tion and it gives the economical control law presentation.
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Ðàññìîòðåí ñïîñîá èäåíòèôèêàöèè â ðåàëüíîì âðåìåíè
ìîìåíòà èíåðöèè è ìîìåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ ìåõàíèçìà ñ
ïðèâîäîì ïîñòîÿííîãî òîêà, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ çàâèñÿò
îò óãëà ïîâîðîòà âàëà äâèãàòåëÿ. Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ
äëÿ ðàñ÷åòà ìîìåíòîâ èíåðöèè è ñîïðîòèâëåíèÿ ïî
ïîêàçàíèÿì äàò÷èêîâ òîêà è ÷àñòîòû âðàùåíèÿ. Ìîäå-
ëèðîâàíèå ðàáîòû ýëåêòðîïðèâîäà è èäåíòèôèêàöèè ïà-
ðàìåòðîâ ïîäòâåðäèëè âûñîêóþ òî÷íîñòü ïðåäëîæåííîãî
ñïîñîáà.

Äëÿ ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ è ðåàëèçàöèè
îïòèìàëüíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ âñå áîëåå âàæíûìè
ñòàíîâÿòñÿ âîïðîñû èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ
ýëåêòðîïðèâîäà. Èñïîëüçîâàíèå â íàñòîÿùåå âðåìÿ
ìèêðîïðîöåññîðîâ â ýëåêòðîïðèâîäå ïîçâîëÿåò âûïîë-
íÿòü íåîáõîäèìûå äëÿ èäåíòèôèêàöèè âû÷èñëåíèÿ.

Â ðÿäå ìåõàíèçìîâ, âûïîëíÿþùèõ öèêëè÷åñêóþ
ðàáîòó (îïðîêèäûâàòåëè, ðîáîòû-ìàíèïóëÿòîðû,
ýêñêàâàòîðû, ìîòàëêè è äð.), ìîìåíò èíåðöèè ìåõàíèç-
ìà è ñòàòè÷åñêèé ìîìåíò ñîïðîòèâëåíèÿ ìåõàíèçìà
(äàëåå ìîìåíò ñîïðîòèâëåíèÿ) ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè
è çàâèñÿò îò óãëà ïîâîðîòà âàëà äâèãàòåëÿ. Ýòà çàâèñè-
ìîñòü ìîæåò îñòàâàòüñÿ íåèçìåííîé â òå÷åíèå íåñêîëü-
êèõ öèêëîâ ðàáîòû. Ðàñ÷åò ðåãóëÿòîðîâ êëàññè÷åñêèìè
ñïîñîáàìè âûïîëíÿåòñÿ äëÿ îïðåäåëåííûõ ôèê-
ñèðîâàííûõ ïàðàìåòðîâ îáúåêòà è íå ó÷èòûâàåò èçìå-
íåíèÿ åãî ïàðàìåòðîâ. Ïîëó÷åííûå ïðè èäåíòèôèêà-
öèè â ïðîöåññå ðàáîòû ïàðàìåòðû îáúåêòà èñïîëü-
çóþòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ âûðàæåíèÿõ êëàññè÷åñêè
îïðåäåëåííûõ ðåãóëÿòîðîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü
êà÷åñòâî ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ.

Âîïðîñàì èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ïðèâîäà ïîñ-
òîÿííîãî òîêà ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò. Â
[1] àâòîðû îòìå÷àþò, ÷òî èç óñëîâèé íàáëþäàåìîñòè
ïàðàìåòðû ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ìîãóò áûòü
îïðåäåëåíû òîëüêî â äèíàìè÷åñêîì ðåæèìå. Ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïàðàìåòðîâ
ýëåêòðîïðèâîäà çà ñ÷åò ãàðìîíè÷åñêîãî èçìåíåíèÿ
íàïðÿæåíèÿ, ïðèëîæåííîãî ê ÿêîðþ äâèãàòåëÿ.
Îïðåäåëÿþòñÿ íåîáõîäèìûå ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ
àìïëèòóä ãàðìîíè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ âûõîäíîãî
íàïðÿæåíèÿ òèðèñòîðíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ äëÿ îáåñ-
ïå÷åíèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïàðàìåòðîâ ýëåêòðî-
ïðèâîäà. Â [2] îòìå÷àåòñÿ ñëîæíîñòü èäåíòèôèêàöèè
ïàðàìåòðîâ ïðèâîäà ïîñòîÿííîãî òîêà ïðè íàëè÷èè
ãàðìîíè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ â íàïðÿæåíèè ïèòàíèÿ
äâèãàòåëÿ. Èäåíòèôèêàöèþ ïðåäëàãàåòñÿ âûïîëíÿòü èç

óðàâíåíèé ýíåðãåòè÷åñêîãî áàëàíñà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ïàðàìåòðîâ ïðèíèìàåòñÿ äîñòàòî÷íî óçêèé äèàïàçîí
èçìåíåíèÿ ìîìåíòà èíåðöèè (±6 %). Â [3] èäåíòèôè-
êàöèÿ ïàðàìåòðîâ äâèãàòåëÿ ðåàëèçóåòñÿ àâòîìàòè-
çèðîâàííûì äèàãíîñòè÷åñêèì êîìïëåêñîì. Èçìåðåíèÿ
âûïîëíÿþòñÿ ñ ÷àñòîòîé 10 êÃö. Îòìå÷àþòñÿ ñëîæíîñ-
òè ðåàëèçàöèè, ñâÿçàííûå ñ äèñêðåòíîñòüþ èçìåðåíèé.
Óñòàíîâëåíî, ÷òî ìàêñèìóì îøèáêè èäåíòèôèêàöèè
ýëåêòðîìàãíèòíîé ïîñòîÿííîé âðåìåíè ñîâïàäàåò ñ
ìàêñèìóìîì âòîðîé ïðîèçâîäíîé òîêà. Îøèáêà èäåí-
òèôèêàöèè ñîñòàâëÿëà îò 5 äî 35 %. Ïðè ýòîì ìîìåíò
èíåðöèè è ìîìåíò ñîïðîòèâëåíèÿ ìåõàíèçìà ñ÷èòàëèñü
íåèçìåííûìè. Â [4] ðàññìîòðåí ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ
ìîìåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ è ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ïîñòî-
ÿííîé âðåìåíè ïðèâîäà ïîñòîÿííîãî òîêà ïðè ðàáîòå
ðåãóëÿòîðà ñêîðîñòè â ðåæèìå îòñå÷êè áåç èñïîëüçîâà-
íèÿ èíôîðìàöèè îò äàò÷èêà ñêîðîñòè. Äëÿ ýòîãî âî
âðåìÿ ïóñêà äâèãàòåëÿ èçìåðÿþòñÿ òîêè è íàïðÿæåíèÿ
ïðè äâóõ ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ íàïðÿæåíèÿ îòñå÷êè òîêà.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìûõ çàâèñèìîñòåé ïðèíèìàåò-
ñÿ, ÷òî ìîìåíòû èíåðöèè è ñîïðîòèâëåíèÿ âî âðåìÿ
ïóñêà îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Â [5] ðàññìîòðåíî
ïðèìåíåíèå íå÷åòêîé íåéðîííîé ðåêóððåíòíîé ìíîãî
ìîäåëüíîé ñåòè äëÿ ñèñòåì èäåíòèôèêàöèè ñëîæíûõ
íåëèíåéíûõ îáúåêòîâ íà ïðèìåðå ýëåêòðîïðèâîäà ïîñ-
òîÿííîãî òîêà. Òàêàÿ ñèñòåìà ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü âû-
ñîêóþ òî÷íîñòü (ïîðÿäêà 2 %) ïîëó÷åíèÿ ìîäåëè
ïðèâîäà ÷åðåç íåñêîëüêî ïåðèîäîâ çàäàþùåãî ñèãíàëà,
îäíàêî òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðå-
ñóðñîâ è íå îáåñïå÷èâàåò èäåíòèôèêàöèþ ïàðàìåòðîâ,
íåîáõîäèìûõ äëÿ íàñòðîéêè ðåãóëÿòîðîâ.

Öåëüþ ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ èäåíòèôèêàöèÿ ñ âûñîêîé
òî÷íîñòüþ â ïðîöåññå ðàáîòû ïðèâîäà çàâèñèìîñòåé
ìîìåíòà èíåðöèè è ìîìåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ ìåõàíèçìà
îò óãëà ïîâîðîòà âàëà äâèãàòåëÿ.

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Ïóñòü â ðåàëüíîì ìåõàíèçìå, èñõîäÿ èç åãî óñòðîé-
ñòâà è òåõíîëîãèè, ñóùåñòâóþò íåëèíåéíûå çàâèñèìîñ-
òè ìîìåíòà èíåðöèè  è ìîìåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ

 îò óãëà ïîâîðîòà âàëà äâèãàòåëÿ α. Îïèñà-
íèå ýòèõ çàâèñèìîñòåé óäîáíî âûïîëíÿòü äëÿ íîðìè-
ðîâàííûõ çíà÷åíèé ìîìåíòà èíåðöèè è ìîìåíòà ñîïðî-

J f α( )=
Mc f α( )=
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òèâëåíèÿ. Ââåäåì êîýôôèöèåíòû, õàðàêòåðèçóþùèå
íåëèíåéíîñòü

ãäå JH, MH – íîìèíàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîìåíòà èíåðöèè
ïðèâîäà è ìîìåíòà äâèãàòåëÿ, J(α), MC(α) – ðåàëüíûå
çíà÷åíèÿ ìîìåíòà èíåðöèè è ìîìåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ
ìåõàíèçìà; ,  – çíà÷åíèÿ íåëèíåéíûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ ìîìåíòà èíåðöèè è ìîìåíòà ñîïðîòèâëå-
íèÿ ìåõàíèçìà.

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèâîäà ïðè èçìåíÿþùèõñÿ
ìîìåíòàõ èíåðöèè è ñîïðîòèâëåíèÿ èìååò âèä

(1)

ãäå ,  – ìîìåíò è ÷àñòîòà âðàùåíèÿ äâèãàòåëÿ.
Óãîë ïîâîðîòà α ïðè äâèæåíèè òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôóí-
êöèåé âðåìåíè.

Óðàâíåíèå (1) ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ êîýôôèöèåíòîâ
è ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïðèìåò âèä

(2)

ãäå i(t) – òîê ÿêîðÿ äâèãàòåëÿ, CM – ïîñòîÿííàÿ ìî-
ìåíòà äâèãàòåëÿ. Â óðàâíåíèå (2) ñîîòâåòñòâóåò äâèãà-
òåëþ ïîñòîÿííîãî òîêà ñ ïîñòîÿííûì ìàãíèòíûì ïî-
òîêîì âîçáóæäåíèÿ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè äðóãîãî âèäà
äâèãàòåëÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå
âûðàæåíèå ìîìåíòà äâèãàòåëÿ. Äàëüíåéøèå ðàñ÷åòû,
ïðèâåäåííûå íèæå, îñòàþòñÿ òàêèìè æå.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàñ÷åòîâ â äèñêðåòíîé ñèñòåìå
ïðåäñòàâèì (2) â âèäå ðàçíîñòíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ

(3)

ãäå α1 è α2 – çíà÷åíèÿ óãëîâ ïîâîðîòà â ìîìåíòû
âðåìåíè t1 è t2. Îáîçíà÷èì òàêò ñ÷åòà 
Ïðè îïèñàíèè äâèæåíèÿ óðàâíåíèåì (3) ïðèíèìàåòñÿ,
÷òî íà âñåì ïðîìåæóòêå âðåìåíè ∆t1 ïðîèçâîäíûå ìî-
ìåíòà èíåðöèè è ÷àñòîòû âðàùåíèÿ îñòàþòñÿ íåèçìåí-
íûìè. Íåèçâåñòíûìè â äàííîì óðàâíåíèè ÿâëÿþòñÿ

,  è , îñòàëüíûå âåëè÷èíû ÿâ-
ëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè ëèáî èçìåðÿþòñÿ.

Â ìîìåíò âðåìåíè t2 óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èìååò âèä

(4)

ãäå α3 – çíà÷åíèå óãëà ïîâîðîòà â ìîìåíò âðåìåíè t3.

Ïðè ðåàëèçàöèè èíòåðâàë âðåìåíè ∆t îäèíàêîâ â
óðàâíåíèè (3) è (4), ò. å.  Äëÿ
âîçìîæíîñòè âûâîäà îòíîñèòåëüíî ïðîñòûõ àíàëè-
òè÷åñêèõ âûðàæåíèé, íå ñìîòðÿ íà âíîñèìóþ ïîãðåø-
íîñòü èäåíòèôèêàöèè, ëèàíåðèçóåì çàâèñèìîñòü ìî-
ìåíòà èíåðöèè îò α íà ìàëîì èíòåðâàëå 2∆t1 (îò t1 äî

t3). Ñ ó÷åòîì ýòîãî ìîæíî ïðèíÿòü 

 òîãäà óðàâíåíèå (4) ìîæíî çàïèñàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì

(5)

Â óðàâíåíèÿõ (3) è (5) íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ
÷åòûðå ïàðàìåòðà , ,  è .
Íåîáõîäèìûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ âåëè÷èí äâà óðàâ-
íåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè äâèæåíèè ìåõàíèçìà ÷åðåç
óãëû α1, α2 è α3 â òîì æå íàïðàâëåíèè, íî ïðè äðóãîì
çíà÷åíèè ÷àñòîòû âðàùåíèÿ, ëèáî ïðè äâèæåíèè ìåõà-
íèçìà â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

(6)

(7)

ãäå , ,  – ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà ìåõàíèçì
ïðîõîäèò ñîîòâåòñòâåííî óãëû ïîëîæåíèÿ α1, α2 è α3.

Åñëè ïðèíÿòü àíàëîãè÷íî, ÷òî 
, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèìåò âèä

kJ α( ) J α( )
JH

------------,=

kM α( )
MC α( )

MH
------------------,=

kJ α( ) kM α( )

M t( ) MC α( )–
d J α( ) ω t( )⋅[ ]

dt
-------------------------------------,=

M t( ) ω t( )

i t( ) CM kM α( ) MH⋅–⋅ =

JH ω t( )
dkJ α( )

dt
-------------------⋅ ⋅ kJ α( ) JH

dω t( )
dt

---------------,⋅ ⋅+=

i t1( ) CM kM α1( ) MH⋅–⋅ =

JH ω t1( ) kJ α2( ) kJ α1( )–[ ]⋅ ⋅
t2 t1–

----------------------------------------------------------------------------- +=

JH kJ α1( ) ω t2( ) ω t1( )–[ ]⋅ ⋅
t2 t1–

-------------------------------------------------------------------------,+

∆t1 t2 t1.–=

kM α1( ) kJ α1( ) kJ α2( )

i t2( ) CM kM α2( ) MH⋅–⋅ =

JH ω t2( ) kJ α3( ) kJ α2( )–[ ]⋅ ⋅
t3 t2–

----------------------------------------------------------------------------- +=

JH kJ α2( ) ω t3( ) ω t2( )–[ ]⋅ ⋅
t3 t2–

-------------------------------------------------------------------------,+

∆t1 t2 t1– t3 t2.–= =

kJ α1( ) kJ α2( )– =

kJ α2( ) kJ α3( ),–=

i t2( ) CM kM α2( ) MH⋅–⋅ =

JH ω t2( ) kJ α2( ) kJ α1( )–[ ]⋅ ⋅
t2 t1–

----------------------------------------------------------------------------- +=

JH kJ α2( ) ω t3( ) ω t2( )–[ ]⋅ ⋅
t2 t1–

-------------------------------------------------------------------------.+

kM α1( ) kM α2( ) kJ α1( ) kJ α2( )

i2 t1′( ) CM kM α1( ) MH⋅–⋅ =

JH ω2 t1′( ) kJ α2( ) kJ α1( )–[ ]⋅ ⋅
t2′ t1′–

--------------------------------------------------------------------------------- +=

JH kJ α1( ) ω2 t2′( ) ω2 t1′( )–[ ]⋅ ⋅
t2′ t1′–

----------------------------------------------------------------------------------,+

i2 t2′( ) CM kM α2( ) MH⋅–⋅ =

JH ω2 t2′( ) kJ α3( ) kJ α2( )–[ ]⋅ ⋅
t3′ t2′–

--------------------------------------------------------------------------------- +=

JH kJ α2( ) ω2 t3′( ) ω2 t2′( )–[ ]⋅ ⋅
t3′ t2′–

----------------------------------------------------------------------------------,+

t1′ t2′ t3′

∆t2 t2′ t1′–= =
t3′ t2′–=
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(8)

Âû÷òåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (8) òðåòüå
óðàâíåíèå è èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîå, ïîëó÷èì

(9)

ãäå

Èç ñèñòåìû (9), íàéäåì

(10)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (8), èñïîëüçóÿ (9) è
(10), íàéäåì êîýôôèöèåíò ìîìåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ

(11)

ãäå

Ïî âûðàæåíèÿì (10) è (11) èç ðåçóëüòàòîâ èç-
ìåðåíèé âû÷èñëÿþòñÿ èñêîìûå êîýôôèöèåíòû äëÿ óã-
ëà ïîâîðîòà α1. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàâèñèìîñòåé 

 ðàñ÷åòû âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ óãëîâ ïî-
âîðîòà ñ çàäàííûì øàãîì.

ÏÐÎÂÅÐÊÀ ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ 
ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ ÍÀ ÏÓÒÅÌ ×ÈÑËÅÍÍÎÃÎ 
ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

Ïðîâåðêà èäåíòèôèêàöèè ìîìåíòîâ ñîïðîòèâëåíèÿ
è èíåðöèè âûïîëíÿëàñü íà ìîäåëè ýëåêòðîïðèâîäà
ïîñòîÿííîãî òîêà ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè äâèãàòå-

ëÿ: UH = 220 Â, IH = 80,5 À, ωH = 104,72 , JH =

= 0,9 , CM = 1,9 , Rß = 0,618 Îì, Lß =

= 0,105 Ãí. Èñïîëüçîâàëèñü èìåþùèåñÿ â ýëåêòðî-
ïðèâîäå ïîëîæåíèÿ ïîêàçàíèÿ äàò÷èêîâ òîêà, ÷àñòîòû
âðàùåíèÿ è óãëà ïîâîðîòà. Çàâèñèìîñòè ìîìåíòà èíåð-
öèè è ìîìåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ îò óãëà ïîâîðîòà âçÿòû
ñëåäóþùèìè

(12)

(13)

Âûïîëíÿëàñü ïîëíàÿ îòðàáîòêà öèêëà ðàáîòû ìåõà-
íèçìà. Çàïîìèíàëèñü çíà÷åíèÿ òîêîâ, ÷àñòîòû âðàùå-
íèÿ â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè äëÿ âñåõ çíà÷åíèé
óãëà ïîëîæåíèÿ α ïðè äâèæåíèè, êàê â ïðÿìîì, òàê è
îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Èçìåðåíèÿ ïàðàìåòðîâ â îáîèõ
íàïðàâëåíèÿõ âûïîëíÿëèñü ñ îäèíàêîâûì øàãîì äèñ-
êðåòèçàöèè, ÷òî óäîáíî ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè
èçìåðåíèé. Èñïîëüçîâàíèå îäèíàêîâîãî øàãà äèñ-

i1 t1( ) CM kM α1( ) MH⋅–⋅ =

JH ω1 t1( ) kJ α2( ) kJ α1( )–[ ]⋅ ⋅
∆t1

------------------------------------------------------------------------------- +=

JH kJ α1( ) ω1 t2( ) ω1 t1( )–[ ]⋅ ⋅
∆t1

-------------------------------------------------------------------------------,+

i1 t2( ) CM kM α2( ) MH⋅–⋅ =

JH ω1 t2( ) kJ α2( ) kJ α1( )–[ ]⋅ ⋅
∆t1

------------------------------------------------------------------------------- +=

JH kJ α2( ) ω1 t3( ) ω1 t2( )–[ ]⋅ ⋅
∆t1

-------------------------------------------------------------------------------,+

i2 t1( ) CM kM α1( ) MH⋅–⋅ =

JH ω2 t1( ) kJ α2( ) kJ α1( )–[ ]⋅ ⋅
∆t2

------------------------------------------------------------------------------- +=

JH kJ α1( ) ω2 t2( ) ω2 t1( )–[ ]⋅ ⋅
∆t2

-------------------------------------------------------------------------------,+

i2 t2( ) CM kM α1( ) MH⋅–⋅ =

JH ω2 t2( ) kJ α2( ) kJ α1( )–[ ]⋅ ⋅
∆t2

------------------------------------------------------------------------------- +=

JH kJ α2( ) ω2 t3( ) ω2 t2( )–[ ]⋅ ⋅
∆t2

-------------------------------------------------------------------------------.+

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

E kJ α2( ) kJ α1( )–[ ]⋅ kJ α1( ) C⋅+ A;=

F kJ α2( ) kJ α1( )–[ ]⋅ kJ α2( ) D⋅+ B,=⎩
⎨
⎧

A i1 t1( ) i2 t1′( )–[ ] CM,⋅=

B i1 t2( ) i2 t2′( )–[ ] CM,⋅=

C JH
ω1 t2( )
∆t1

-----------------
ω1 t1( )
∆t1

-----------------
ω2 t2′( )
∆t2

------------------
ω2 t1′( )
∆t2

------------------+–– ,⋅=

D JH
ω1 t3( )
∆t1

-----------------
ω1 t2( )
∆t1

-----------------
ω2 t3′( )
∆t2

------------------
ω2 t2′( )
∆t2

------------------+–– ,⋅=

E JH
ω1 t1( )
∆t1

-----------------
ω2 t1′( )
∆t2

------------------– ,⋅=

F JH
ω1 t2( )
∆t1

-----------------
ω2 t2′( )
∆t2

------------------– .⋅=

kJ α1( ) A D F–( )⋅ B E⋅+
E C+( ) D F–( ) F E⋅+⋅

----------------------------------------------------------------.=

kM α1( ) L M N P–⋅–
MH

------------------------------------,=

L i1 t1( ) CM,⋅=

M
JH ω1 t1( )⋅

∆t1
-----------------------------,=

N
A kJ α1( ) C⋅–

E
------------------------------------,=

P
JH kJ α1( ) ω1 t2( ) ω1 t1( )–[ ]⋅⋅

∆t1
-------------------------------------------------------------------------------.=

kJ α1( ),
kM α1( )

ðàä
ñåê
---------

êã ì2⋅ Í À⁄

kJ α( ) 0 5 e
0 2α,– ,+,=

kM α( ) 1 e
0 1α,– .–=
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êðåòèçàöèè ïðèâåëî ê íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëåíèÿ ∆t2 è
ïåðåñ÷åòà çíà÷åíèé , , .

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ öèêëà ðàáîòû ìåõàíèç-
ìà ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 1. Çäåñü ïîêàçàíû çàâèñè-
ìîñòè óãëà ïîâîðîòà, ÷àñòîòû âðàùåíèÿ è òîêà ÿêîðÿ
äâèãàòåëÿ îò âðåìåíè. Ðåçóëüòàòû èäåíòèôèêàöèè çà-
âèñåëè îò øàãà äèñêðåòèçàöèè, òàê êàê ïåðåñ÷åò
çíà÷åíèé , ,  â ìåñòàõ ïåðåãèáà òî-
êà è ÷àñòîòû âðàùåíèÿ ïðèâîäèò ê íåòî÷íîìó âû÷èñ-
ëåíèþ ýòèõ çíà÷åíèé ïðè ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè.
Ïîâûøåíèå òî÷íîñòè äîñòèãàåòñÿ èíòåðïîëÿöèåé áî-
ëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà è óìåíüøåíèåì øàãà äèñêðåòè-
çàöèè. Äëÿ øàãà 10–5 ñåêóíäû è ëèíåéíîé èíòåðïîëÿ-
öèè ðåçóëüòàòû èäåíòèôèêàöèè ìîìåíòà èíåðöèè è
ìîìåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 2.
Óâåëè÷åííûå ôðàãìåíòû ýòèõ çàâèñèìîñòåé ïîêàçàíû
íà ðèñóíêå 3. Íà ðèñóíêàõ øòðèõîâûìè ëèíèÿìè

îáîçíà÷åíû ïðèíÿòûå çàâèñèìîñòè ñîãëàñíî (12) è
(13) ìîìåíòà èíåðöèè è ìîìåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ îò
óãëà ïîâîðîòà. Íåïðåðûâíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû
ðåçóëüòàòû èäåíòèôèêàöèè ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Èìåþ-
ùèåñÿ îøèáêè îöåíêè äëÿ áîëüøåé ÷àñòè äèàïàçîíà
äëÿ ìîìåíòà èíåðöèè è ìîìåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ íå
ïðåâûøàëè 0,1 %. Èñïîëüçîâàíèå â ñèñòåìå óïðàâëå-
íèÿ èäåíòèôèöèðîâàííûõ ïàðàìåòðîâ ñ òàêîé òî÷-
íîñòüþ ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ïîâûñèòü êà÷åñòâî
óïðàâëåíèÿ.

ÂÛÂÎÄÛ

Ðàññìîòðåí ñïîñîá èäåíòèôèêàöèè â ýëåêòðîïðèâî-
äå ïîñòîÿííîãî òîêà ìîìåíòà èíåðöèè è ìîìåíòà ñîïðî-
òèâëåíèÿ, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ çàâèñÿò îò óãëà ïîâîðîòà
âàëà äâèãàòåëÿ. Èäåíòèôèêàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ â

Ðèñóíîê 1 – Ãðàôèêè öèêëà ðàáîòû ìåõàíèçìà 
(óãîë ïîâîðîòà âàëà äâèãàòåëÿ, ÷àñòîòà âðàùåíèÿ, 

òîê äâèãàòåëÿ)

i2 t2′( ) ω2 t2′( ) ω2 t3′( )

i2 t2′( ) ω2 t2′( ) ω2 t3′( )

Ðèñóíîê 2 – Çàâèñèìîñòè ìîìåíòà èíåðöèè è ìîìåíòà 
ñîïðîòèâëåíèÿ îò óãëà ïîâîðîòà äëÿ ðàññ÷èòàííûõ 

è çàìåðåííûõ çíà÷åíèé
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òå÷åíèå öèêëà ðàáîòû ìåõàíèçìà. Ðåçóëüòàòû ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ïðè ìàëîì øàãå äèñêðåòèçàöèè ïîêàçàëè
âûñîêóþ òî÷íîñòü èäåíòèôèêàöèè.
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Ðîçãëÿíóòî çàñ³á ³äåíòèô³êàö³¿ ó ðåàëüíîìó ÷àñ³
ìîìåíòó ³íåðö³¿ ³ ìîìåíòó îïîðó ìåõàí³çìó ç ïðèâîäîì
ïîñò³éíîãî ñòðóìó, çíà÷åííÿ êîòðèõ çàëåæàòü â³ä êóòà
ïîâåðòàííÿ âàëó äâèãóíà. Îòðèìàíí³ ð³âíÿííÿ
ðîçðàõóíêó ìîìåíò³â ³íåðö³¿ òà îïîðó ç ïîêàçàíü äàâà÷³â
ñòðóìó òà ÷àñòîòè îáåðòàííÿ. Ìîäåëþâàííÿ ðîáîòè
åëåêòðîïðèâîäó òà ³äåíòèô³êàö³¿ ïàðàìåòð³â ï³äòâåð-
äèëè âèñîêó òî÷í³ñòü çàïðîïîíîâàíîãî çàñîáó.

In real time has been considerate mode of identification
inertia moment and resistance moment of mechanism with
the direct current gear, there are meaning depend on angle
of turn shaft of the motor. Taken equations for the calcula-
tion inertia moment and resistance moment by reading cur-
rent pick-up and frequency rotation pick-up. Simulation of
the work electric drive and the identification of parameters
have confirmed high accuracy offered mode.

Ðèñóíîê 3 – Óâåëè÷åííûå ôðàãìåíòû çàâèñèìîñòåé 
ìîìåíòà èíåðöèè è ìîìåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ îò óãëà 

ïîâîðîòà 


